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de cette importante théorie, et, de cette façon, la 
difficulté s'évanouira sans laisser de trace. 



Nous basons toute celte nouvelle théorie sur le 
théorème IL Nous donnons, de trois manières diffé- 
rentes, la démonstration de ce théorème; toutefois, 
celle qui a le plus d exactitude et qui est la plus 
catégorique est la seconde'; la première et la troi- 
sième manière laissent subsister quelque doute, et 
voilà pourquoi nous nous bornons à insister sur la 
seconde, bien que les deux autres, surtout la pre- 
mière, puissent être considérées comme des corol- 
laires de ce même théorème, tel qu'il est défini en 
second lieu. 

Ce qu'on pourrait nous reprocher, c'est le prin- 
cipe sur lequel nous établissons toute notre démon- 
stration. Ce reproche est dénué de fondement, car : 

Une droite ol partage le plan dans lequel elle se trouve 
en deux parties; si une autre droite 3, tracée dans le 
même plan^ a des points situés dans une partie et dans 
l'autre^ par rapport ù ol^ elle coupera nécessairement 
cette dernière. 

On ne pourrait pas donner une démonstration 
plus exactement rigoureuse de ce principe que par 
le raisonnement suivant : vu que |3, comme droite, 
forme une suite ininterrompue de points, elle ne 
peut avoir des points situés dans les deux régions 
du plan sans traverser a, c'est-à-dire sans couper 
la droite a. 

D'ailleurs, ce principe est déjà mis en usage 
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En elFet, considérons une droite qi 
et un point M situé à une distance 
droite, dans un plan P (fig. 1). Du poi 
une perpendiculaire sur AB, soit N se 
longeons cette perpendiculaire d'une 
à elle-même jusqu'en M'; faisons gli 
pendiculaire dans le plan P sur AB, € 
AB, de manière 1^. qu'elle reste consta 



M- 



aVff^ 



F 



M 



Fig. 1. 



diculaire à AB, et 2^ que son point IN 
celte dernière 

Le point N engendrera la droite AU 
qui précède, les points M et M' enge 
des droites perpendiculaires à MM'; 
seront partout également distantes de 
et d'autre de celle-ci. G. Q. F. D. 

Corollaire. — Deux droites, qui située, 
plan sont^partout également distantes, 
En effet ces droites ne peuvent se renc 
étant perpendiculaires à une même dr 
sont parallèles. G. Q. F. D. 
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plus AA" = BB", joignons A"B", ensuite élevons au 
point 0, milieu du segment AB, une perpendicu- 
laire A. Il est facile de démontrer que A est aussi 
perpendiculaire à la droite A"B" en son milieu et à 
toute autre droite, A'B', qui corresponde à^ des 
segments AA' et BB' égaux. (Il suffit pour cela de 
rabattre le demi-plan qui contient AA'A'' sur l'autre 
demi-plan en le tournant autour de A comme axe.) 

Je dis maintenant que Ton a : 

AA'' = 00" = BB''; de même AA' = 00' = BB'. 

Il suffit de prouver une de ces égalités, la première 
par exemple : 

Je dis que le segment 00'' ne peut être ni plus 
grand que BB" et ni plus petit, car en vertu du 
principe énoncé plus haut, toutes les perpendicu- 
laires au segment 00" doivent rencontrer le seg- 
ment BB". 

1** Supposons que Ton ait 00" < BB", et posons : 
BB" — 00"= e, £ représentant un segment de droite 
d'une longueur quelconque. Portons cette longueur 
£ sur BB" et sur A A", à partir de B et de A. Appelons 
Ag et Bg les points qui y correspondent. Traçons la 
droite AgBg; cette droite, on le sait, est perpendi- 
culaire à la droite A, soit Og son pied. 

Deux cas peuvent se présenter : 

a) La différence e est constante pour tous les 
points de A. En ce cas, la droite Ag Bg devra avoir 
son point milieu Og confondu avec le point de la 
droite AB, sans que les deux droites soient confon- 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



— 16 — 

3e cette démonstration on tire les 
vantes : 

i) Quand plusieurs droites sont perper 
5 même autre, toutes ces perpendiculair 
\eux partout également distantes 

3) Quand deux droites sont perpendict 
me troisième, toute perpendiculaire à i 
\diculaire à Vautre. G. Q. F. D, Q) 

iOrollaire. — Dans tout triangle isoc 
it triangle rectangle, la somme des 
lie à deux angles droits. (Voir fig. ! 
it déduire la démonstration sans pein< 

3. Pour établir tous les théorèmes si 
3s, nous allons établir un lemme d'une 
)itale. 

Lemme. 

Un angle quelconque (différent de zéro) % 
éré comme provenant d'un angle droit, 
fixe et Vautre côté assujéti à tourner 
nt fixe, différent du sommet. 

[maginons-nous une droite fixe, I), 
3, M, en dehors de la droite et arbitre 
i de celle'-ci; soit P le plan qui 
, 3); supposons une seconde droite 
:• le point M et pouvant tourner autoui 



^) Voir encoi'e une troisième démonstration aux n( 
es, à la fin. 
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P. Concevons-la d'abord 
dlculaire en N à D. Fai- 
Durner cette droite YX 
du point M dans le sens 
î par la flèche F. Quand 
te YX quitte la position 
point N se déplace sur 
3 le sens de la flèche F', 
leMNA ira constamment 
ainuant d'une manière 
le, et il pourra devenir 
)etit que Ton veut (^). 
3ffet, supposons que la 
YX rencontre D en des 

successifs (d'ailleurs 
)roches que l'on veut l'un 
itre), N'N" N'"..., etc., 
sidérons l'intervalle NN', 
un angle égal à la diff^é- 
ANM — AN'M. Prenons 

segment NN' un iJoint 
lédiaire Ni, voisin de N', 
î ANiM qui y correspond 
5 la relation : 



pas 




'lu 



>ANiM>AN'M 



I — ANiM<a; 



^r 






^^ 






\ 



^4. 



'^ 



-^ 



est facile de démontrer que l'angle ANM va en décroissant ; 
isserons au lecteur le soin de le prouver. 
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(^) Voir une secc 
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dans le même plan que CD dont elle 
également distante. Je dis que cette 
sairement rencontrer CD ; X'X fait i 
quelconque; prenons sur MX un p( 
distance à la droite AB soit égale à la 
parallèles, on aura YZ^= MN. Port 
à partir de M, soit Y', un point de h 
tel que Ton ait MT =^ MY, et abaiss 
perpendiculaire Y'Z' à la droite AB, 
gles-rectangles MZY et M'Y'Z qui sor 

YZ = MN = Y'Z'. 

Or, les points Y et Y' sont situés m 
de AB sur X'X. et comme Ton a Y'Z' = 
se trouve nécessairement sur CD 
droites X'X et CD se coupent. C Q. 

Corollaire. — Deux droites parai 
également distantes. Car on a vu qu« 
même plan qui ne sont pas parto 
tantes se coupent ; or, deux droite 
ne sont pas parallèles. Donc les ( 
sont partout également distantes. C 

Théorème IV. 

Par un point pris hors d'une droi 
une parallèle à cette 
peut m 



-E 



En 

droite 

£ (fig. 5) 

FiG. 5 menon 
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4. Défini 

Deux droites quelconques 
versale huit angles (pourvu 
soient pas confondues). Le 
deux droites sont dits extern 
internes, et comme chaque dr^ 
versale deux angles extern 
s'ensuit qu'il y a quatre ar; 
internes. Deux angles internes 
de la transversale, et non 
alternes-internes. Ceicx qui sont 
et d'autre de la transversale et 
alternes-externes. Il s'ensuit ( 
alternes-externes et quatre 
angles non adjacents, situés d'i 
versale, un intérieur et Vautr 
correspondants. Il y en a quati 
transversale. 

Si Ton considère encore les 
la transversale, deux à deux 
tous deuXy ces angles seron 
même côté, ou extérieurs d'un i 
quatre de chaque sorte. 

Théorèm 

Deux parallèles font avec 

i^ Des angles alternes-extei 
2"* Des angles alternes-intei 
3** Des angles correspondan 
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s angles sont : les deux premiers 
ême côté y et les deux derniers, intéi 
té. C. Q. F. D. 

Remarque, — La réciproque est 
imontre facilement. 

Corollaire. — Les portions des pavi 
tre parallèles sont égales. 

En eflet, considérons le segmeni 
g. 6), compris entre les parallèles ] 
le à la droite TT'. Les triangles re 
kIP'sont égaux comme ayant le côté 
P, commun, et de plus, l'angle Nil 
PP , comme alternes-internes, don 
?' = MN etMP' = NP G. Q. F. D. 

Remarque 1. —La. figure MNPP' 
'•^, comme ayant quatre côtés et q 
î quadrilatère est appelé parallélogi 
3 côtés opposés sont parallèles. On 

V Que les côtés opposés dans un 
Qt égaux; 

2^ Les angles opposés dans un para 
aux; 

3« Les angles adjacents à un même 

sntaires; 

4° Que la somme des angles d'un 

l égale d quatre angles droits. 

Remarque IL — Un parallélogram 
Ijacents sont perpendiculaires est t 
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car D = A + G' et D = A' + G; or, A = j 
Donc la figure a les quatre angles égaux 
égaux deux à deux. Je dis de plus que 
aussi parallèles deux à deux. En effet, 1 
et D 1 sont égaux et alternes-internes, d( 
% et DV Donc la figure DBD'B' est uj 
gramme. G. Q. F. D. 

Remarque, — Si les triangles avaient 
gles, le quadrilatère obtenu eût été un r( 

Corollaire I. — Tout quadrilatère conv 
côtés opposés sont égaux est un paralléloc, 
un pareil quadrilatère peut être décomp 
triangles égaux. 

Corollaire H. — Dans tout triangle la 
angles est égale à deux angles droits. Car 
est équivalent à un demi-parallélogramn 

Corollaire III. — Deu^ angles qui ont let 
lèles et dirigés dans le même sens {^) sont éj 
lèles et dirigés en sens contraires sont sup 
Car si l'on prolonge convenablement leu 
formera un parallélogramme. 



(1) Dans un parallélogramme les angles opposés 
dirigés dans le même sens, car il suffit de les prolon 
sommet pour les obtenir disposés de la même manière, 
cents à un même côté ont leurs côtés dirigés en sens 
exemple, les -angles B et D, (fig. 7), ont, le premier, 1 
second, DB pour le même côté-. 
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Notes complément 

prendrons successivem( 
e pour leurs donner de 
ni satisferont en tous po 

Note I. 

SUR LE THÉORÈME 

ue dans un plan Von 
ilement distantes. Cons 
î P, et prenons une c 
m : cette droite partage 
ir deux points de A, M 
ilaires à A; prenons si 
îs points M' et N' d'un 
îl que Ton ait MM' = NI 
ensuite la région du plai 
\' sur l'autre région du p 
tour de la droite A comr 
3 placeront en Mi et Ni 
fi sont perpendiculaires 
f'M'; faisons ensuite gli 
iir l'autre, de manière 
ipectivement sur MM' et 
rsque N se confondra a' 
3 M', et Ton conclut qu 
rpendiculaire aux droite 
' MiNi, donc les droites : 
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